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АВТОМОРФИЗМЫ ДИСТАНЦИОННО РЕГУЛЯРНОГО ГРАФА
С МАССИВОМ ПЕРЕСЕЧЕНИЙ f30; 27; 24; 1; 2; 10g
А.А. МАХНЕВ, В.И. БЕЛОУСОВА
Abstract. Prime divisors of orders of automorphisms and the fixed
point subgraphs of automorphisms of prime orders are studied for a
hypothetical distance-regular graph with intersection array f30; 27; 24; 1;
2; 10g. Let G = Aut( ) is nonsolvable group, G = G=S(G) and T is
the socle of G. If   is vertex-symmetric then (G) is f2g-group, and
T = L2(11);M11; U5(2);M22; A11; HiS.
Keywords: strongly regular graph, distance-regular graph, automor-
phism.
1. Введение
Мы рассматриваем неориентированные графы без петель и кратных ребер.
Для вершины a графа   через  i(a) обозначим i-окрестность вершины a, то
есть, подграф, индуцированный   на множестве всех вершин, находящихся на
расстоянии i от a. Положим [a] =  1(a), a? = fag [ [a].
Пусть   — граф, a; b 2  , число вершин в [a] \ [b] обозначается через (a; b)
(через (a; b)), если a; b находятся на расстоянии 2 (смежны) в  . Далее, инду-
цированный [a]\ [b] подграф называется -подграфом (-подграфом). Если   —
граф диаметра d, то через  i, где i  d, обозначается граф с тем же множе-
ством вершин, что и  , в котором две вершины смежны тогда и только тогда,
когда они находятся на расстоянии i в  .
Если вершины u;w находятся на расстоянии i в  , то через bi(u;w) (че-
рез ci(u;w)) обозначим число вершин в пересечении  i+1(u) ( i 1(u)) с [w].
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Граф   диаметра d называется дистанционно регулярным с массивом пере-
сечений fb0; b1; : : : ; bd 1; c1; : : : ; cdg, если значения bi(u;w) и ci(u;w) не зависят
от выбора вершин u;w на расстоянии i в   для любого i = 0; :::; d. Положим
ai = k   bi   ci. Заметим, что для дистанционно регулярного графа b0 — это
степень графа, c1 = 1. Для подмножества X автоморфизмов графа   через
Fix(X) обозначается множество всех вершин графа  , неподвижных относи-
тельно любого автоморфизма из X. Далее, через plij(x; y) обозначим число
вершин в подграфе  i(x) \  j(y) для вершин x; y, находящихся на расстоя-
нии l в графе  . В дистанционно регулярном графе числа plij(x; y) не зависят
от выбора вершин x; y, обозначаются plij и называются числами пересечения
графа   (см. [1]).
В работе [2] найдены массивы пересечений дистанционно регулярных ло-
кально циклических графов с числом вершин не большим 4096.
Предложение 1. Пусть   является дистанционно регулярным графом диа-
метра, большего 2, на v  4096 вершинах. Если  = 2 и   — примитивный
граф, то верно одно из утверждений:
(1)  = 1 и   имеет массив пересечений f6; 3; 3; 1; 1; 2g, f12; 9; 9; 1; 1; 4g,
f18; 15; 9; 1; 1; 10g, f33; 30; 8; 1; 1; 30g, f39; 36; 4; 1; 1; 36g, f48; 45; 9; 1; 1; 40g;
(2)  = 2 и   имеет массив пересечений f9; 6; 3; 1; 2; 3g, f15; 12; 6; 1; 2; 10g,
f19; 16; 8; 1; 2; 8g, f30; 27; 24; 1; 2; 10g, f33; 30; 15; 1; 2; 15g, f35; 32; 8; 1; 2; 28g,
f39; 36; 20; 1; 2; 20g, f39; 36; 22; 1; 2; 18g, f42; 39; 24; 1; 2; 12g, f51; 48; 24; 1; 2; 24g,
f55; 52; 34; 1; 2; 22g, f58; 55; 8; 1; 2; 44g, f63; 60; 10; 1; 2; 54g, f75; 72; 8; 1; 2; 60g,
(3)  > 2 и   имеет массив пересечений f24; 21; 3; 1; 3; 18g, f35; 32; 28; 1; 4; 8g,
f39; 36; 27; 1; 4; 13g, f51; 48; 8; 1; 4; 36g, f60; 57; 16; 1; 4; 30g, f60; 57; 32; 1; 4; 18g,
f63; 60; 49; 1; 4; 15g, f68; 65; 32; 1; 4; 40g, f75; 72; 42; 1; 4; 50g, f75; 72; 31; 1; 8; 45g,
f80; 77; 61; 1; 7; 20g, f90; 87; 60; 1; 15; 18g, f99; 96; 12; 1; 4; 88g, f99; 96; 20; 1; 4; 72g,
f99; 96; 6; 1; 6; 88g, f120; 117; 5; 1; 5; 108g, f143; 140; 34; 1; 7; 10g, f147; 144; 39; 1; 12;
117g, f224; 221; 32; 1; 16; 208g.
Продолжается исследование вершинно симметричных графов с такими мас-
сивами пересечений. Окрестность вершины в таком графе является объеди-
нением изолированных многоугольников. Автоморфизмы графов с массива-
ми f18; 15; 9; 1; 1; 10g, f39; 36; 4; 1; 1; 36g из пункта (1) найдены в [3,4]. Авто-
морфизмы графов с массивами f15; 12; 6; 1; 2; 10g, f33; 30; 15; 1; 2; 15g из пунк-
та (2) найдены в [5,6]. Автоморфизмы графов с массивами f24; 21; 3; 1; 3; 18g,
f51; 48; 8; 1; 4; 36g из пункта (3)найдены в [7,8]. В данной работе изучаются ав-
томорфизмы гипотетического дистанционно регулярного графа с массивом пе-
ресечений f30; 27; 24; 1; 2; 10g.
Пусть   является дистанционно регулярным графом с массивом пересечений
f30; 27; 24; 1; 2; 10g. Тогда   имеет v = 1+30+405+972 = 1408 вершин и спектр
301; 8384; 2891; 10132. Порядок клики в   не превосходит 4, так как  = 2
и 1   k=3 = 4, порядок коклики в   не превосходит 1408  10=40 = 352. В [9]
изучается класс графов G(s; t;  ) с массивом пересечений f(t+1)s; ts; (t 1)(s+
1   ); 1; 2; (t+ 1) g (наш массив получается при t = 9; s = 3;  = 1).
Теорема 1. Пусть   — дистанционно регулярный граф, имеющий массив пе-
ресечений f30; 27; 24; 1; 2; 10g, G = Aut( ), g — элемент простого порядка p из
АВТОМОРФИЗМЫ ГРАФА С МАССИВОМ ПЕРЕСЕЧЕНИЙ f30; 27; 24; 1; 2; 10g 495
G и 
 = Fix(g). Тогда (G)  f2; 3; 5; 7; 11g и выполняется одно из следующих
утверждений:
(1) 
 — пустой граф, либо p = 11, 1(g) = 88s+ 110t+ 22 и 3(g) = 528s 
330t+ 990, либо p = 2, 1(g) = 20t+ 16(s  16)=3 и 3(g) = 32s  60t+ 256;
(2) 
 является n-кликой, p = 3, n = 1; 4, 3(g) = 216s  31(g) + 6n  24 и
1(g) = 30l   2n+ 24s  88.
(3) 
 является m-кокликой, 1 < m  352, либо 
 состоит из вершин,
попарно находящихся на расстоянии 3, p = 5, m = 5l+3, 1(g) = 10(5t+4s  l)
и 3(g) = 30(8s   5t + 2l + 31), либо 
 содержит вершины, находящиеся на
расстоянии 2, p = 2, 1(g) = 20t+24s 2m+104 и 3(g) = 3(48s+4m 20t+248);
(4) 
 содержит геодезический 2-путь и p  7.
Следствие. Пусть   — дистанционно регулярный граф с массивом пересече-
ний f30; 27; 24; 1; 2; 10g и неразрешимая группа G = Aut( ) действует тран-
зитивно на множестве вершин графа. Тогда S(G) является неединичной f2g-
группой, цоколь T группы G = G=S(G) — простая неабелева группа, и выпол-
няется одно из следующих утверждений:
(1) T = L2(11) и Ta = A5 — подгруппа индекса 11 из T ;
(2) T =M11 и Ta =M10 — подгруппа индекса 11 из T ;
(3) T = M22 и либо Ta = L3(4) — подгруппа индекса 22 из T , либо Ta = A7
— подгруппа индекса 176 из T ;
(4) T = U5(2) и Ta = Z3  U4(2) — подгруппа индекса 176 из T ;
(5) T = A11 и Ta = A10 — подгруппа индекса 11 из T ;
(6) T = HiS и Ta = U3(5):Z2 — подгруппа индекса 176 из T .
В доказательстве теоремы применяется метод Хигмена работы с автомор-
физмами дистанционно регулярного графа, представленный в третьей главе
монографии Камерона [10]. При этом граф   рассматривается как симметрич-
ная схема отношений (X;R) с d классами, где X — множество вершин графа,
R0 — отношение равенства на X и для i  1 класс Ri состоит из пар (u;w)
таких, что d(u;w) = i. Для u 2   положим ki = j i(u)j, v = j j. Классу Ri
отвечает граф  i на множестве вершин X, в котором вершины u;w смежны,
если (u;w) 2 Ri. Пусть Ai — матрица смежности графа  i для i > 0 и A0 = I
— единичная матрица. Тогда AiAj =
P
plijAl для чисел пересечений plij .
Пусть Pi — матрица, в которой на месте (j; l) стоит plij . Тогда собственные
значения p1(0); :::; p1(d) матрицы P1 являются собственными значениями графа
  кратностей m0 = 1; :::;md. Матрицы P и Q, у которых на месте (i; j) стоят
стоят pj(i) и qj(i) = mjpi(j)=ni соответственно, называются первой и второй
матрицей собственных значений схемы и связаны равенством PQ = QP = vI.
Подстановочное представление группы G = Aut( ) на вершинах графа  
обычным образом дает матричное представление  группы G в GL(v;C). Про-
странство Cv является ортогональной прямой суммой собственных подпро-
странств W0; :::;Wd матрицы смежности A = A1 графа  . Для любого g 2 G
матрица  (g) перестановочна с A, поэтому подпространствоWi является  (G)-
инвариантным. Пусть i — характер представления  Wi . Тогда (см. § 3.7 [6])
для g 2 G получим i(g) = v 1
Pd
j=0Qijj(g), где j(g) — число точек x из X
таких, что d(x; xg) = j. Заметим, что значения характеров являются целыми
алгебраическими числами, и если правая часть выражения для i(g) — число
рациональное, то i(g) — целое число.
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2. Вспомогательные результаты
Лемма 1. Пусть   — дистанционно регулярный граф, имеющий массив пе-
ресечений f30; 27; 24; 1; 2; 10g. Тогда ненулевые числа пересечений равны
(1) p111 = 2, p112 = 27, p122 = 54, p123 = 324, p133 = 648;
(2) p211 = 2, p212 = 4, p213 = 24, p222 = 136, p223 = 264, p233 = 684;
(3) p312 = 10, p313 = 20, p322 = 110, p323 = 285, p333 = 666.
Доказательство. Прямые вычисления. 
Лемма 2. Пусть   — дистанционно регулярный граф с массивом пересечений
f30; 27; 24; 1; 2; 10g, G = Aut( ). Если g 2 G, 1 — характер проекции пред-
ставления  на подпространство размерности 384, 3 — характер проекции
представления  на подпространство размерности 132. Тогда i(g) = i(gl)
для любого натурального числа l, взаимно простого с jgj, 1(g) = (240(g) +
61(g)  3(g))=90 + 128=15, 3(g) = (60(g)  31(g)  3(g))=72 + 44=3. Если




1 1 1 1
384 512=5 128=15  64=9
891  297=5  121=5 11
132  44 44=3  44=9
1CCA :
Значит, 1(g) = (2700(g)+721(g)+62(g) 53(g))=990. Подставляя 2(g) =
1408   0(g)   1(g)   3(g), получим 1(g) = (240(g) + 61(g)   3(g))=90 +
128=15.
Аналогично, 3(g) = (270(g)   91(g) + 32(g)   3(g))=288. Подставляя
2(g) = 1408   0(g)   1(g)   3(g), получим 3(g) = (60(g)   31(g)  
3(g))=72 + 44=3.
Остальные утверждения леммы следуют из леммы 2 [8].

Лемма 3. Пусть G — группа подстановок, действующая на конечном мно-
жестве 
 и p — простое число. Если для любого  2 
 подгруппа G со-
держит такую p-подгруппу X, что Fix(X) = fg, то G транзитивна на

.
Доказательство. Пусть ;  — две точки из 
. По условию длина каждой X-
орбиты, отличной от fg, делится на p. Аналогично, длина каждой X-орбиты,
отличной от fg, делится на p.
Положим H = hX; Xi. Тогда каждая H-орбита является объединением
X-орбит, поэтому длина каждой H-орбиты, отличной от H , делится на p.
Аналогично, длина каждой H-орбиты, отличной от H , делится на p, поэтому
 и  лежат в одной H-орбите.
Таким образом, группа H = hX j  2 
i транзитивна на 
. 
3. Автоморфизмы дистанционно регулярного графа с массивом
пересечений f30; 27; 24; 1; 2; 10g
В этом разделе предполагается, что   — дистанционно регулярный граф с
массивом пересечений f30; 27; 24; 1; 2; 10g, G = Aut( ), g — элемент простого
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порядка p из G и 
 = Fix(g). Если p > 29, то вместе с вершиной a подграф 

содержит [a]. Противоречие с тем, что тогда 
 =  . Значит, p  29.
Лемма 4. Выполняются следующие утверждения:
(1) если 
 — пустой граф, то либо p = 11, 1(g) = 88s+110t+22 и 3(g) =
528s 330t+990, либо p = 2, 1(g) = 20t+16(s 16)=3 и 3(g) = 32s 60t+256;
(2) если 
 является n-кликой, то p = 3, n = 1; 4, 3(g) = 216s   31(g) +
6n  24 и 1(g) = 30l   2n+ 24s  88.
(3) если 
 является m-кокликой, 1 < m, то m  352, либо 
 состоит из
вершин, попарно находящихся на расстоянии 3, p = 5, m = 5l + 3, 1(g) =
10(5t + 4s   l) и 3(g) = 30(8s   5t + 2l + 31), либо 
 содержит вершины,
находящиеся на расстоянии 2, p = 2, 1(g) = 20t + 24s   2m + 104 и 3(g) =
3(48s+ 4m  20t+ 248).
Доказательство. Если 
 — пустой граф то p = 2 или p = 11. Пусть p = 11.
Тогда 3(g) = ( 31(g) 3(g)+ 1056)=72, число 1(g) = (61(g) 3(g))=90+
128=15 сравнимо с -1 по модулю 11. Отсюда 3(g) = 792s   31(g) + 1056,
(1(g)   88s   32)=10 = 11t   1, поэтому 1(g) = 88s + 110t + 22 и 3(g) =
528s  330t+ 990.
Пусть p = 2. Тогда число 3(g) = ( 31(g) 3(g))=72+44=3 четно, 3(g) =
48s   31(g) и число 1(g) = (31(g)   16s + 256)=30 четно. Отсюда 1(g) =
20t+ 16(s  16)=3 и 3(g) = 32s  60t+ 256.
Пусть 
 является n-кликой. В случае n = 1 число p делит 30 и 1407, поэтому
p = 3. Если n > 1, то n = 4, с учетом равества p112 = 27 снова p = 3. Число
3(g) = (2n  1(g)  3(g)=3 + 352)=24 делится на 3 и 3(g) = 3(72s  1(g) +
2n   8). Далее, число 1(g) = (4n + 1(g)   (36s   1(g)=2 + n   4) + 128)=15
делится на 3 и 1(g) = 30l   2n+ 24s  88.
Пусть 
 является m-кокликой, m > 1. Тогда p делит 30 и 1408   m. Если

 состоит из вершин, попарно находящихся на расстоянии 3, то p делит p333  
(m  2) = 668 m и k3   (m  1) = 973 m, поэтому p = 5, m = 5l + 3. В этом
случае число 3(g) = (10l   1(g)  3(g)=3 + 358)=24 сравнимо с 2 по модулю
5, 3(g) = 3(120s 1(g)+10l+310). Далее, число 1(g) = l+1(g)=10  4s  1
сравнимо с 4 по модулю 5, 1(g) = 10(5t+4s  l) и 3(g) = 30(8s  5t+2l+31).
Если 
 содержит вершины a; b, находящиеся на расстоянии 2, то p = 2 число
3(g) = (2m 1(g) 3(g)=3+352)=24 четно и 3(g) = 3(72s+2m 1(g)+352)).
Далее, число 1(g) = (3m+31(g)=2  36s  176)=15 четно, 1(g) = 20t+24s 
2m+ 104 и 3(g) = 3(48s+ 4m  20t+ 248) 
Лемма 5. Выполняются следующие утверждения:
(1) если 
 содержит ребро, то 
 не является объединением изолированных
клик;
(2) если 
 содержит геодезический 2-путь b; a; c, то p  7.
Доказательство. Пусть 
 содержит ребро и является объединением изолиро-
ванных клик. Так как p112 = 27, то p = 3.
Теперь вершины из разных клик находятся на расстоянии 3 в  . Противо-
речие с тем, что p312 = 10.
Пусть 
 содержит геодезический 2-путь b; a; c,  — связная компонента гра-
фа 
 содержащая a.
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Если p > 2, то по теореме Боуза-Доулинга  — вполне регулярный граф с
параметрами (v0; k0; 2; 2). Если p > 3, то  3(a) содержит вершину z из 
. Если
p > 5, то  2(a) \ [z] содержит вершину из 
.
Если p = 23, то k0 = 7 и  2(a)\ [z] содержит 10 вершин из 
, противоречие.
Если p = 19, то k0 = 11 и  2(a) \ [z] содержит 10 вершин из 
. Заметим,
что сильно регулярный граф с параметрами (56,11,2,2) не существует, поэтому
 — дистанционно регулярный граф с массивом пересечений f11; 8; 5; 1; 2; 10g,
противоречие.
Если p = 17, то k0 = 13 и  2(a)\ [z] содержит 10 вершин из 
. Заметим, что
сильно регулярный граф с параметрами (79,13,2,2) не существует, поэтому 
— дистанционно регулярный граф с массивом пересечений f13; 10; 7; 1; 2; 10g,
противоречие.
Если p = 13, то k0 = 17 и  2(a)\ [z] содержит 10 вершин из 
. Заметим, что
сильно регулярный граф с параметрами (137,17,2,2) не существует, поэтому 
— дистанционно регулярный граф с массивом пересечений f13; 10; 11; 1; 2; 10g,
противоречие.
Если p = 11, то k0 = 19 и  2(a)\ [z] содержит 10 вершин из 
. Заметим, что
сильно регулярный граф с параметрами (172,19,2,2) не существует, поэтому
диаметр  больше 2. Если 
 — несвязный граф, то для y 2 
  степень a в
графе  3(y) равна 20, противоречие.
Положим uhgi = [a]   
. Тогда для любой вершины e 2 
(a) подграф [u] \
[e] содержит a и вершину из     
. Если вершина w 2 [u]   (uhgi [ fag) не
смежна с вершинами из (uhgi[ [a], то [a]\ [w] содержит единственную вершину,
противоречие. Лемма доказана. 
Из лемм 4–5 следует теорема 1.
4. Дистанционно регулярный граф с массивом пересечений
f30; 27; 24; 1; 2; 10g, вершинно симметричный случай
Пусть до конца работы  — дистанционно регулярный граф с массивом пере-
сечений f30; 27; 24; 1; 2; 10g и неразрешимая группа G = Aut( ) действует тран-
зитивно на множестве его вершин. Ввиду теоремы 1 имеем jGj = 235711 и
jG : Gaj = 1408 = 2711.
Лемма 6. Пусть f — элемент порядка 11 из G, g — элемент простого по-
рядка p  7 из CG(f), 
 = Fix(g). Тогда выполняется одно из утверждений:
(1) 
 — пустой граф, p = 2 и для 1(g) = 20t + 16(s   16)=3, 3(g) =
32s  60t+ 256 числа 2t+ 1 и s делятся на 11;
(2) 
 состоит из 33 вершин, попарно находящихся на расстоянии 3, p = 5,
для 1(g) = 10(5t + 4s   6) и 3(g) = 30(8s   5t + 43) числа t и s + 4 делятся
на 11;
(3) 
 является m-кокликой, содержащей вершины, находящиеся на рассто-
янии 2, p = 2, для 1(g) = 20t+24s 2m+104 и 3(g) = 3(48s+4m 20t+248)
числа s и 3t  2 делятся на 11;
(4) 
 содержит геодезический 2-путь и p  3.
Доказательство. По теореме Fix(f) — пустой граф, 3(f) = 528s  330t+ 990
и 1(f) = 88s+ 110t+ 22.
Пусть g — элемент простого порядка p  7 из CG(f), 
 = Fix(g). Если 
 —
пустой граф, то p = 2 и числа 1(g) = 20t+16(s 16)=3, 3(g) = 32s 60t+256
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делятся на 11. Отсюда 11 делит  s+ 6t+ 3 и  2t  2s  1, поэтому 2t+ 1 и s
делятся на 11.
Если 
 состоит изm = 5l+3 вершин, попарно находящихся на расстоянии 3,
то p = 5, l = 6, числа 1(g) = 10(5t+4s 6) и 3(g) = 30(8s 5t+43) делятся на
11. Отсюда t и s+4 делятся на 11. Так как 1(g)+3(g) = 10(24s 15t+129) 
1395, то 24s  15t  10. Теперь s   7 и t  0, противоречие.
Если 
 является m-кокликой, содержащей вершины, находящиеся на рас-
стоянии 2, то p = 2, числа 1(g) = 20t+ 24s  2m+ 104 и 3(g) = 3(48s+ 4m 
20t+ 248) делятся на 11. Отсюда 11 делит 5t+ 6s+ 26 и 12s  5t+ 62, поэтому
s и 3t  2 делятся на 11.
Пусть 
 содержит геодезический 2-путь b; a; c,  — связная компонента
графа 
 содержащая a. Тогда  — вролне регулярный граф с параметрами
(v0; k0; 2; 2).
Если p = 7, то k0 = 9; 16; 23. В случае k0 > 9 некоторая вершина из     

смежна по крайней мере с 2 вершинами из 
, противоречие. Значит, k0 = 9 и
21j
j  (1408 j
j). Так как число j
j делится на 11 и сравнимо с 1 по модулю
7, то имеем противоречие.
Если p = 5, то, повторив рассуждения из предыдущего абзаца, получим
k0 = 10 и 20j
j  (1408  j
j). Так как число j
j делится на 11 и сравнимо с 3
по модулю 5, то j
j = 33, противоречие. Лемма доказана. 
Приступим к доказательству следствия. Пусть   — дистанционно регуляр-
ный граф с массивом пересечений f30; 27; 24; 1; 2; 10g, неразрешимая группа
G = Aut( ) действует транзитивно на множестве вершин и a — вершина гра-
фа  . Через T обозначим цоколь группы G = G=S(G), через Q силовскую
2-подгруппу из S(G) и через S силовскую 3-подгруппу из S(G). По теореме 1
(G)  f2; 3; 5; 7; 11g. Пусть f — элемент поряда 11 из G.
Лемма 7. S(G) является неединичной f2g-группой, цоколь T группы G =
G=S(G) — простая неабелева группа, и выполняется одно из следующих утвер-
ждений:
(1) T = L2(11) и Ta = A5 — подгруппа индекса 11 из T ;
(2) T =M11 и Ta =M10 — подгруппа индекса 11 из T ;
(3) T = M22 и либо Ta = L3(4) — подгруппа индекса 22 из T , либо Ta = A7
— подгруппа индекса 176 из T ;
(4) T = U5(2) и Ta = Z3  U4(2) — подгруппа индекса 176 из T ;
(5) T = A11 и Ta = A10 — подгруппа индекса 11 из T ;
(6) T = HiS и Ta = Z3  U3(5):Z2 — подгруппа индекса 176 из T .
Доказательство. Ввиду леммы 6 число 11 не делит jS(G)j. По [13, таблица 1]
группа T изоморфна L2(11), M11, M12, U5(2), M22, A11, A12, McL, HiS или
U6(2).
Напомним, что T содержит подгруппу Ta индекса, делящего 27  11. Отсюда
выполняется одно из утверждений (1–6).
Так как jS(G) : S(G)aj является степенью 2, то S(G) является 2-группой.
Лемма доказана. 
Из леммы 7 получаем следствие.
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